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1. Aufgabenstellung

1.1. Bestimmen Sie den Elastizitätsmodul 
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 verschiedener Metalle aus der Biegung von Stäben.

1.2. Stellen Sie den Biegepfeil 
[image: image2.wmf]s

 in Abhängigkeit von der Belastung 
[image: image3.wmf]F

 grafisch dar und überprüfen Sie die Gültigkeit des HOOK’schen Gesetzes.

1.3. Führen Sie eine Größtfehlerberechnung zu Ihren Messungen durch.

2. Vorbereitung
In diesem Versuch soll der Elastizitätsmodul 
[image: image4.wmf]E

 verschiedener Metalle ermittelt werden. Für diese Ermittelung soll die Biegsamkeit der entsprechenden Metallstäbe gemessen und untersucht werden.
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Abb 2.1: Prinzip des Biegeversuches

Ein Stab wird auf zwei Auflagescheiden gelagert, die den Abstand 
[image: image6.wmf]l

 voneinander haben und in deren Mitte durch eine Kraft 
[image: image7.wmf]G

F

 auf Biegung belastet. Dabei verformt sich der Stab in der Weise, dass er oberhalb der neutralen Faser verkürzt und unterhalb verlängert wird. Als neutrale Faser wird beim Biegevorgang die parallel zur Stablängsachse liegende Fläche bezeichnet, die ihre ursprüngliche Länge beibehält. Die Auslenkung des Angriffpunktes der Kraft aus seiner ursprünglichen Lage heißt Biegepfeil 
[image: image8.wmf]s

.

Durch Messung von 
[image: image9.wmf]s

 kann der Elastizitätsmodul 
[image: image10.wmf]E

 mit folgender Gleichung berechnet werden:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.1)

Dabei ist 
[image: image12.wmf]F
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 das Flächenträgheitsmoment bezüglich der neutralen Faser, das für einen Körper mit rechteckigem Querschnitt wie folgt berechnet wird:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.2)

Für einen Körper mit kreisförmigen Querschnitt berechnet sich das Flächenträgheitsmoment statt dessen wie folgt:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.3)

Durch Umstellen der Gleichung 2.1 nach 
[image: image15.wmf]E

 und Einsetzen von Gleichung 2.2 bzw. 2.3 lässt sich schließlich das Elastizitätsmodul berechnen.
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.4b)

Im Elastizitätsbereich sollte sich der Körper nach dem Hook’schen Gesetz verhalten. Das heißt, im Spannungs-Dehnungs-Diagramm sollte eine Gerade entstehen.
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Teilexperimente:

1. Dreimalige Bestimmung des Biegepfeils für Stab 1

2. Dreimalige Bestimmung des Biegepfeils für Stab 2
Herleitung der Formeln für die Fehlerbetrachtung:

Die Ausgangsgleichung für die spätere Fehlerbetrachtung ist die Gleichung zur Berechnung des Elastizitätsmoduls mittels den gemessenen Experimentalwerten [( Gl. 2.4a]:
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Für die Größtfehlerberechnung leitet man diese Formel nun nach allen fünf Variablen ab und bildet aus den einzelnen Ableitungen das totale Differenzial.
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.6a)

  Für den kreisförmigen Körperquerschnitt erfolgt die Rechnung analog mit Gleichung 2.4b:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.6b)

3. Durchführung des Experimentes, Messwerte

Für den Versuch werden zwei Stäbe unterschiedlichen Materials ausgewählt. Nach Auflegen des Probestabes wird der Lastenträger (zur Aufnahme der Massestücke) mit seiner Schneide auf den Probestab gesetzt. Die Schneide wird dabei genau über dem Fühler der Messuhr platziert. Das Messen des Biegepfeils 
[image: image22.wmf]s

 bei zunehmender und abnehmender Last erfolgt durch schrittweises Auflegen und nachfolgendes Abnehmen der fünf Massestücke. Dieser Messzyklus liefert demnach neun Wertepaare von Last und zugehörigem Biegepfeil. Dieser Messzyklus wird für jeden Probestab dreimal durchgeführt, wobei nach jedem Messzyklus der Nullpunkt der Messuhr erneut justiert wird.

Abmessungen der Probestäbe:

	Probestab 1 (G) (rechteckiger Querschnitt)
	Probestab 2 (C) (kreisförmiger Querschnitt)
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Messwerte:

Die Tabellen 3.1.1 bis 3.1.3 führen die Messwerte für den Probestab 1.

Tab. 3.1.1: Messwerte für Probestab 1 – Durchgang 1
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Tab. 3.1.2: Messwerte für Probestab 1 – Durchgang 2
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Tab. 3.1.3: Messwerte für Probestab 1 – Durchgang 3
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Die Tabellen 3.2.1 bis 3.2.3 führen die Messwerte für den Probestab 2.

Tab. 3.2.1: Messwerte für Probestab 2 – Durchgang 1
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Tab. 3.2.2: Messwerte für Probestab 2 – Durchgang 2
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Tab. 3.2.3: Messwerte für Probestab 2 – Durchgang 3
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Verwendete Messgeräte:

Tab. 3.3: Verwendete Messgeräte und ihre Fehlergrenze
	Messgerät
	Art der Messung
	Fehlergrenze

	Messschieber
	Querschnittsabmessung der Versuchsstäbe
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	Stahlmaßstab
	Abstand der beiden Stabauflagen
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	Installierte Messuhr
	Biegungspfeil 
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4. Auswertung

4.1. Berechnung des Elastizitätsmoduls der verschiedenen Probestäbe

In den Messwerttabellen 3.1.1 bis 3.2.3 stehen bereits die Durchschnittswerte für jede einzelne Messreihe. Zur Bestimmung des Elastizitätsmoduls für einen Stab werden jetzt nur noch die jeweils drei Mittelwerte gemittelt. Tabelle 4.1.1 enthält die Ergebnisse.

Tab. 4.1.1: Elastizitätsmodule der Probestäbe

	Probestab 1
	Probestab 2
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	193,17
	194,15
	199,36
	195,56
	108,04
	110,02
	112,73
	110,26


( Der Elastizitätsmodul für den Probestab 1 beträgt 195,56 GPa.

( Der Elastizitätsmodul für den Probestab 2 beträgt 110,26 GPa.

4.2. Grafische Darstellung des Biegepfeils in Abhängigkeit von der Belastung

Für jeden Probestab wurden drei Messreihen aufgenommen. Die Probestäbe wurden in jeder Messreihe einem Belastungsbereich von 5 N bis 25N unterzogen, d.h. be- und dann wieder entlastet, sodass es für jeden Probestab und Kraftbetrag (außer für 25 N) sechs Biegepfeile gibt. Für die grafische Darstellung halte ich es für sinnvoll, diese sechs bzw. drei Werte zu mitteln und das arithmetische Mittel in Abhängigkeit zur Kraft grafisch darzustellen.

Tab. 4.2.1: Arithmetische Mittel für Probestab 1

	
[image: image63.wmf]G

F

N


	
[image: image64.wmf]1

s

mm


	
[image: image65.wmf]2

s

mm


	
[image: image66.wmf]3

s

mm


	
[image: image67.wmf]4

s

mm


	
[image: image68.wmf]5

s

mm


	
[image: image69.wmf]6

s

mm


	
[image: image70.wmf]s

mm


	
[image: image71.wmf]min

s

mm


	
[image: image72.wmf]max

s

mm



	5
	0,235
	0,265
	0,230
	0,270
	0,230
	0,240
	0,245
	0,230
	0,270

	10
	0,475
	0,500
	0,465
	0,510
	0,465
	0,470
	0,481
	0,465
	0,510

	15
	0,700
	0,735
	0,705
	0,745
	0,700
	0,710
	0,716
	0,700
	0,745

	20
	0,935
	0,970
	0,935
	0,940
	0,940
	0,940
	0,943
	0,935
	0,970

	25
	1,205
	1,175
	1,175
	-
	-
	-
	1,185
	1,175
	1,205


Tab. 4.2.2: Arithmetische Mittel für Probestab 2
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	5
	0,215
	0,255
	0,210
	0,240
	0,205
	0,230
	0,226
	0,210
	0,255

	10
	0,430
	0,470
	0,435
	0,450
	0,420
	0,440
	0,441
	0,420
	0,470

	15
	0,650
	0,680
	0,650
	0,665
	0,635
	0,650
	0,655
	0,635
	0,680

	20
	0,880
	0,890
	0,870
	0,880
	0,850
	0,865
	0,873
	0,850
	0,890

	25
	1,095
	1,085
	1,075
	-
	-
	-
	1,085
	1,075
	1,095


Das nachfolgende Diagramm zeigt die oberen Tabellen grafisch. Wobei die blauen Punkte die Messwerte für den Probestab 1 und die roten Punkte die Messwerte für den Probestab 2 darstellen.
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Diagramm 4.2.1: Grafische Darstellung der Biegepfeile (blau: Probestab 1; rot: Probestab 2)

4.3. Überprüfung des HOOKE’schen Gesetzes

Ich denke, es sind deutlich Geraden zu erkennen, sodass von der Gültigkeit des HOOKE’schen Gesetzes ausgegangen werden kann.

5. Fehlerbetrachtung

Es soll nun eine Größtfehlerberechnung für die ermittelten Elastizitätsmodule vorgenommen werden. Die Fehlergrenzen der Einzelmessungen werden anschließend gemittelt, sodass man eine Fehlergrenze für den gemittelten Wert für den Elastizitätsmodul erhält.

Die Fehlergrenzen der verwendeten Messgeräte können der Tabelle 3.3 entnommen werden. Die Fehlergrenzen für die Elastizitätsmodule ergeben sich aus Gleichung 2.6a für den rechteckigen bzw. 2.6b für den kreisförmigen Stabquerschnitt.

Die folgende Tabelle zeigt die Fehler der einzelnen Messwerte in übersichtlicher Form, die dann in die Fehlergleichungen 2.6a und 2.6b eingesetzt werden.

Tab. 5.1: Einzelfehler der Messwerte

	Messwert-Fehler
	Wert
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Mit den Werten aus Tab. 5.1 lassen sich nun die Fehlergrenzen der Einzelmessungen berechnen, die den Tabellen 5.2.1 bis 5.3.3 zu entnehmen sind. Auf Grund des enormen Aufwandes zur Berechnung der Fehlergrenzen der Einzelmessungen (es handeln sich schließlich um 54 Werte), habe ich ein Computer-PHP-Programm geschrieben, das die unten stehenden Tabellen automatisch erzeugt. Der Quellcode des Programms ist dem Anhang A zu entnehmen.

Tab. 5.2.1: Fehlergrenzen der Einzelmessungen für Probestab 1 – Durchgang 1
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Tab. 5.2.2: Fehlergrenzen der Einzelmessungen für Probestab 1 – Durchgang 2
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Tab. 5.2.3: Fehlergrenzen der Einzelmessungen für Probestab 1 – Durchgang 3
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Tab. 5.3.1: Fehlergrenzen der Einzelmessungen für Probestab 2 – Durchgang 1
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Tab. 5.3.2: Fehlergrenzen der Einzelmessungen für Probestab 2 – Durchgang 2
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Tab. 5.3.3: Fehlergrenzen der Einzelmessungen für Probestab 2 – Durchgang 3
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Zum Schluss werden die Fehlergrenzen der Einzelmessungen gemittelt. Das heißt, es werden zwei (für jeden Probestab einen) Mittelwerte gebildet, indem die Fehlergrenzen aus den Tabellen 5.2.1 bis 5.2.3 zur Fehlergrenze für den Probestab 1 und die Fehlergrenzen aus den Tabellen 5.3.1 bis 5.3.3 zur Fehlergrenze für den Probestab 2 gemittelt werden.

Tab. 5.4: Gemittelte Fehlergrenzen der Probestäbe

	Probestab
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	1
	195,56
	11,79

	2
	110,26
	7,87


6. Zusammenstellung der Ergebnisse

Zum Schluss sollen die Ergebnisse des Versuchs in tabellarischer und gerundeter Form noch einmal übersichtlich dargestellt werden. In Tabelle 6.1 ist dies zu sehen.

Tab. 6.1: Endergebnisse des Experimentes – die Elastizitätsmodule der Probestäbe

	Probestab
	
[image: image128.wmf]E

GPa


	
[image: image129.wmf]E

E

D



	1 (rechteckiger Querschnitt)
	196(12
	0,06

	2 (kreisförmiger Querschnitt)
	110(08
	0,07


Des weiteren konnte gezeigt werden, dass das HOOKE’sche Gesetz gültig ist, indem in der grafischen Darstellung zwei Geraden zu sehen sind.

Unterschrift, Martin Wolf <martin.wolf@hrz.tu-chemnitz.de>, 14.04.2005
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7. Anhang A – Programm-Quellcode

Fortsetzung siehe nächste Seite!
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<?php


// fehler.php - Script to calculate error borders for experiments


//


// Author: Martin Wolf <martin.wolf@hrz.tu-chemnitz.de>


//


$l = 908e-3;


$b = 20e-3;


$h = 10e-3;


$R = 8e-3;





$delta_l = 5.04e-4;


$delta_h = 5.01e-5;


$delta_b = 5.02e-5;


$delta_s = 2e-5;


$delta_R = 5.008e-5;





$delta_E = 0;





$values_1_1 = array(


    array(5,  0.235),


    array(10, 0.475),


    array(15, 0.700),


    array(20, 0.935),


    array(25, 1.205),


    array(20, 0.970),


    array(15, 0.735),


    array(10, 0.500),


    array(5,  0.265)


);


$values_1_2 = array(


// […]


);


$values_1_3 = array(


// […]


);


$values_2_1 = array(


// […]


);


$values_2_2 = array(


// […]


);


$values_2_3 = array(


// […]


);





echo '<pre>';





$delta_E = 0;


print_table_re('Probestab 1 - Durchgang 1', $values_1_1);


print_table_re('Probestab 1 - Durchgang 2', $values_1_2);


print_table_re('Probestab 1 - Durchgang 3', $values_1_3);


$delta_E = $delta_E / (count($values_1_1) + count($values_1_2) + count($values_1_3));


echo 'delta E gesamt = '.sprintf('%20s', number_format($delta_E))."\n";





$delta_E = 0;


print_table_kr('Probestab 2 - Durchgang 1', $values_2_1);


print_table_kr('Probestab 2 - Durchgang 2', $values_2_2);


print_table_kr('Probestab 2 - Durchgang 3', $values_2_3);


$delta_E = $delta_E / (count($values_2_1) + count($values_2_2) + count($values_2_3));


echo 'delta E gesamt = '.sprintf('%20s', number_format($delta_E))."\n";





echo '</pre>';





exit();











function print_table_re($desc, $rows)


{


    global $l, $b, $h, $delta_l, $delta_h, $delta_b, $delta_s, $delta_E;





    echo $desc."\n";


    $E_re_mittel = 0;


    foreach($rows as $row)


    {


        $Fg = $row[0];


        $delta_Fg = 0.001*$Fg;


        $s = $row[1]*pow(10,-3);





        $E_re = ($Fg*pow($l, 3))/(4*pow($h,3)*$b*$s);


        $E_re_mittel += $E_re;





        $delta_E_re =   abs(((pow($l,3))/(4*pow($h,3)*$b*$s))*$delta_Fg)


                      + abs(((3*$Fg*pow($l,2))/(4*pow($h,3)*$b*$s))*$delta_l)


                      + abs(((-3*$Fg*pow($l,3))/(4*pow($h,4)*$b*$s))*$delta_h)


                      + abs(((-$Fg*pow($l,3))/(4*pow($h,3)*pow($b,2)*$s))*$delta_b)


                      + abs(((-$Fg*pow($l,3))/(4*pow($h,3)*$b*pow($s,2)))*$delta_s);


        $delta_E += $delta_E_re;





        echo 'F = '.$Fg.','."\t".


             's = '.$s.','."\t".


             'E_re = '.sprintf('%20s', number_format($E_re)).','."\t".


             'delta E_re = '.sprintf('%20s', number_format($delta_E_re))."\n";


    }


    $E_re_mittel = $E_re_mittel / count($rows);





    echo 'E_re_mittel = '.sprintf('%20s', number_format($E_re_mittel))."\n";


}





function print_table_kr($desc, $rows)


{


    global $l, $R, $delta_l, $delta_s, $delta_R, $delta_E;





    echo $desc."\n";


    $E_kr_mittel = 0;


    foreach($rows as $row)


    {


        $Fg = $row[0];


        $delta_Fg = 0.001*$Fg;


        $s = $row[1]*pow(10,-3);





        $E_kr = ($Fg*pow($l, 3))/(12*M_PI*pow($R,4)*$s);


        $E_kr_mittel += $E_kr;





        $delta_E_kr =   abs(((pow($l,3))/(12*M_PI*pow($R,4)*$s))*$delta_Fg)


                      + abs((($Fg*pow($l,2))/(4*M_PI*pow($R,4)*$s))*$delta_l)


                      + abs(((-$Fg*pow($l,3))/(3*M_PI*pow($R,5)*$s))*$delta_R)


                      + abs(((-$Fg*pow($l,3))/(12*M_PI*pow($R,4)*pow($s,2)))*$delta_s);


        $delta_E += $delta_E_kr;





        echo 'F = '.$Fg.','."\t".


             's = '.$s.','."\t".


             'E_kr = '.sprintf('%20s', number_format($E_kr)).','."\t".


             'delta E_kr = '.sprintf('%20s', number_format($delta_E_kr))."\n";


    }


    $E_kr_mittel = $E_kr_mittel / count($rows);





    echo 'E_kr_mittel = '.sprintf('%20s', number_format($E_kr_mittel))."\n";


}


?>
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Diagramm1

		5		5

		10		10

		15		15

		20		20

		25		25



mm

s

N

F

0.245

0.226

0.481

0.441

0.716

0.655

0.943

0.873

1.185

1.085



Tabelle1

		Probestab 1						Probestab 2

		5		0.245				5		0.226

		10		0.481				10		0.441

		15		0.716				15		0.655

		20		0.943				20		0.873

		25		1.185				25		1.085
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