M 3 Elastizitatsmodul

1. Aufgabenstellung

1.1 Bestimmen Sie den Elastizitditsmodul E verschiedener Metalle aus der
Biegung von Stében.

1.2 Stellen Sie den Biegepfeil S in Abhangigkeit von der Belastung F grafisch
dar und Uberprifen Sie die Gultigkeit des HOOKE’schen Gesetzes.

1.3 Fihren Sie eine GroRtfehlerberechnung zu lhren Messungen durch.

2. Theoretische Grundlagen

Stichworte zur Vorbereitung :
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, HOOKE'sches Gesetz, Elastizitatsmodul,

Flachentragheitsmoment, elastische Konstanten
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Ideal starre Korper treten in der Natur nicht auf. Jeder Kérper erfahrt durch eine
angreifende Kraft eine Deformation. Im Versuch soll am Beispiel der Durchbiegung
von Staben der Zusammenhang zwischen den Kréften, die an einem Festkdrper
angreifen, und den dabei auftretenden Deformationen des Festkdrpers untersucht
werden. Je nach der Art der Einwirkung aulRerer Krafte in Bezug auf eine be-
stimmte Korperflache werden verschiedene Spannungszustande, wie z. B. Langs-
dehnung, Querkontraktion, Scherung oder Torsion beobachtet. Der Elastizitats-
modul E ist nur eine der elastischen Konstanten, deren Bedeutung im folgenden
kurz erklart wird.

Ein Metallstab werde durch eine Zugkraft F, belastet, er wird dabei langer. Der
Quotient aus der in Langsrichtung des Stabes wirkenden Kraft F, und der Quer-
schnittsflache A wird Normalspannung ¢ genannt (Abb. 1). Der Zusammenhang
zwischen Belastung ¢ und relativer Langenanderung des Stabes ¢ = ATQ ist in
dem Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abb. 1 dargestellt. Die im Stabquer-

schnitt wirksame Spannung ist auf den unbelasteten Querschnitt A, bezogen.
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Abb. 1 : Spannungs-Dehnungs-Diagramm und Zugversuch / Langsdehnung

Bis zum Punkt A, der Proportionalitatsgrenze, ist die Dehnung der Spannung

proportional. Unterhalb der Elastizitdtsgrenze B gehen Volumen und Gestalt des



Koérpers nach Aufhéren der Belastung in ihren urspringlichen Zustand zurlick, der
Korper verhalt sich elastisch. Oberhalb von B nimmt der Kérper nach Verschwin-
den der Kraft die urspriingliche Gestalt nicht mehr ein, das Material verhélt sich
plastisch. Oberhalb des Punktes C, der sogenannten FlieRgrenze, dehnt sich der
Korper weiter, ohne dass die Belastung zunimmt. Oberhalb von D kommt es
wieder zu einer Verfestigung, bis der Draht sich bei E an der spateren Bruchstelle
einschniirt und schlieRlich bei F reift.
Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm sieht bei verschiedenen Stoffen qualitativ
ahnlich aus, jedoch unterscheiden sich die einzelnen Bereiche in ihrer Ausdehnung
oft wesentlich.
Neben der Belastungsabhangigkeit beobachtet man auch eine Zeitabhangigkeit der
Verformung. Man erreicht den Endwert einer Formé&nderung auch im elastischen
Bereich erst nach einer gewissen Zeit (elastische Nachwirkung). Eine andere
Erscheinung, die elastische Hysterese, besteht im Auftreten einer Restdeformation
bei volliger Entlastung, sie ist durch entgegengesetzte Belastung zu beseitigen.
Die Ursache dieser Erscheinung sind Fehler im Kristallbau.
Physikalisch anschaulich 183t sich dieses Verhalten deuten, wenn man bertcksich-
tigt, dass feste Korper aus Gitterbausteinen aufgebaut sind, die in Form eines
Raumgitters angeordnet sind und die sich durch anziehende und abstoRRende
Krafte zwischen den Bausteinen im stabilen Gleichgewicht befinden. Durch nicht
zu groRe 3uRere Krafte F werden die Abstidnde der Gitterbausteine verandert und
dadurch innere Krafte Fi hervorgerufen, die nach der duReren Krafteinwirkung die
alte Gleichgewichtslage wieder herstellen (elastisches Verhalten). Durch grolere
aulere Krafte konnen die Gitterebenen gegeneinander verschoben werden. Die
Gitterbausteine gelangen dabei in neue stabile Gleichgewichtslagen, die sie nach
dem Aufhoren der aulReren Krafteinwirkung beibehalten (plastisches Verhalten).
Im Gultigkeitsbereich des HOOKE’schen Gesetz gilt

oc=E¢ . (1)
Der Proportionalitatsfaktor E heiRt Elastizitdtsmodul, ist materialspezifisch und ein
Mal fir den Anstieg der HOOKE’schen Geraden im linearen Teil des Spannung-

Dehnungs-Diagramms (Abb. 1).



3. Bestimmung des Elastizitdtsmoduls aus der Biegung eines Stabes

Bei Verwendung von Metallstédben mit konstantem Querschnitt 183t sich der oben
beschriebene Zugversuch nur schwer realisieren (sehr groRe Zugkréafte, geringe
Dehnung). In diesen Fallen erfolgt die Bestimmung des Elastizitdtsmoduls aus der
bei Belastung auftretenden Biegung der Stabe.

Ein Stab wird auf zwei Auflageschneiden gelagert, die den Abstand { voneinander
haben und in deren Mitte durch eine Kraft FG auf Biegung belastet. Dabei ver-
formt sich der Stab in der Weise, dass er oberhalb der neutralen Faser verkUlrzt
und unterhalb verldngert wird (Abb. 2). Als neutrale Faser wird beim Biege-
vorgang die parallel zur Stabldangsachse liegende Flache bezeichnet, die ihre
urspringliche Lange beibehdalt, also weder gestaucht noch gedehnt wird. Die
Auslenkung des Angriffspunktes der Kraft aus seiner urspriinglichen Lage heil3t

Biegepfeil S.
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Abb. 2 : Prinzip des Biegeversuches

Durch Messung von S kann der Elastizitditsmodul E berechnet werden. Der
Biegepfeil wird um so groRer, je langer der Stab und je groRer die wirkende Kraft
ist. Er ist um so kleiner, je weniger dehnbar das Material ist, d. h., je groRer sein
Elastizitatsmodul ist. Der exakte Zusammenhang lautet
3
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Dabei ist | g das Flachentragheitsmoment bezluglich der neutralen Faser.



| g wird durch die Querschnittsform (Profil) des Stabes in Biegerichtung be-
stimmt. Durch Umstellen von Gl. (2) nach E a3t sich dieser aus den MessgrofRen
berechnen.

Zur quantitativen Herleitung von Gl. (2) dient folgende Uberlegung:

Bei der vorliegenden symmetrischen Belastung betragen beide Auflagekrafte

IEA = - IEG/ 2 (Abb. 2). Deshalb wird die gleiche Verformung des Stabes

erreicht, wenn der Stab nicht an den Enden aufliegt und in der Mitte durch FG
(Gewichtskraft) belastet wird, sondern in der Mitte eingespannt und an den
Schneiden durch zwei senkrecht nach oben wirkende Kréafte IEA belastet wird.

Zunachst soll fur den in Abb. 3 dargestellten Stab mit rechteckigem Querschnitt
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Abb. 3 :Lage der neutralen Faser bei rechteckigem Querschnitt

das Fléchentragheitsmoment | g berechnet werden. Die neutrale Faser ist aus
Symmetriegriinden die Ebene in der Mitte der Querschnittsflache.

Zur Berechnung des Flachentragheitsmomentes legt man den Ursprung des
Koordinatensystems gunstigerweise so, dass die neutrale Faser in der Abszisse
verlauft (Abb. 3). Das Flachentragheitsmoment des Stabes bezliglich der neutra-

len Faser lautet per Definition (s. auch GI. 9)

— 2
lp=[y?dA | 3
worin Y den Abstand des Flachenelementes dA von der neutralen Faser angibt.

Mit dem Fldchenelement dA = bdy erhdlt man fir ein Rechteck (Abb. 3)
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Im weiteren sollen die bei der Durchbiegung des Stabes auftretenden Deformatio-
nen und Ruckstellkrafte betrachtet werden. Die Endflaichen A eines kleinen
Stabelementes der Lénge dX im Abstand X von der Auflage werden durch die
Belastung um den Winkel dB gegeneinander verkippt (Abb.4). Dem &uReren
Drehmoment wirkt dann in jedem Abstand Y von der neutralen Faser ein durch

die elastischen Rickstellkrifte bewirktes Drehmoment dMentgegen

dM=y dF =y ¢ dA . (5)

Abb. 4: Deformiertes Langenelement

Ldngenédnder ung d¢!

Die Spannung © ist der Dehnung ¢ = (6)

urspringl i che Ldnge dx
proportional.

d?
= E — .
© dx ()

Fir die Ldngendnderung d{ einer Faser im Abstand von der neutralen Faser gilt



d¢ = y dp. Weiterhin gilt fir den Beitrag dS, den das betrachtete Langen-

element im Abstand X vom Angriffspunkt der Kraft IEA zur Durchbiegung des

Stabes liefert,ds = x dR. Damit folgt fir dM

— y2 dA . @)

_ E ds 2 _ E ds
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Dieses durch die elastischen Gegenkrafte hervorgerufene Drehmoment M muR

betragsmé&Rig dem durch die duRere Kraft FA=Fd 2 hervorgerufenen Moment

Mg im Abstand X (Abb. 3)

/WG = FG x/ 2 (10)
gleich sein.
Mit M X) = Mg(X) ergibt sich durch Umstellung flr die Durchbiegung ds
E
ds = —C%_ x? dx 11
2 EI (1)
und die gesamte Durchbiegung wird nach Integration
F o2 F QB
G 2 G
s = f x2dx = —°_ | 12
2 EJ 48 E | (12)
x=0
was mit Gl. (2) identisch ist.
4, Versuchsdurchfihrung

Zunachst sind zwei Probestabe aus unterschiedlichem Material auszuwahlen. Die
Querschnittsabmessungen der Versuchsstdbe werden mit dem Messschieber, der
Abstand zwischen den beiden Auflagen mit dem StahlmaRstab und die Durch-

biegung S mit der installierten Messuhr gemessen. Nach Auflegen des Probesta-



bes wird der Lastentrager (zur Aufnahme der Massestiicke) mit seiner Schneide

auf den Probestab gesetzt. Die Schneide platziert man dabei genau lGber dem

Fuhler der Messuhr. Das Messen des Biegepfeiles S bei zunehmender und abneh-

mender Last erfolgt durch schrittweises Auflegen und nachfolgendes Abnehmen

der finf Massestlicke. Ein derartiger Messzyklus liefert demnach neun Werte-

paare von Last und zugehdrigem Biegepfeil.

5.1

5.2

5.3

5.4

- Ein solcher Messzyklus wird fir jeden Probestab dreimal durchgefihrt.
- Nach jedem Messzyklus wird der Nullpunkt der Messuhr erneut justiert.

- Die Gewichtskraft, die durch ein Massestlck realisiert wird, betragt

Fg =5 N, der relative Fehler ist AFg/ Fg =0,1 % .

- Der systematische Fehler der Messuhr betrdgt im speziellen Einzelfall

x==+0,015 mm.

Kontrollfragen

Welchen Zusammenhang beobachtet man zwischen Spannung und Deh-
nung, wenn man einen festen Kdrper Uber seine Elastizitdtsgrenze hinaus
belastet?

Was versteht man unter dem Begriff der mechanischen bzw. elastischen
Hysterese?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen relativer Volumenanderung ,
Querkontraktionszahl (POISSON-Zahl) und Elastizitdtsmodul?

Ein quaderformiger Holzbalken ist lber eine Baugrube gelegt. Um welchen
Faktor andert sich die Durchbiegung, wenn man ihn

a) durch einen doppelt so breiten und

b) durch einen doppelt so hohen Balken des gleichen Materials ersetzt?



