
�

� � �����	
	�����
���

�� �����	
��

�����

��� �
�
���
� ��
 �
� ����
���
�
������ E �
�����
�
�
� �

���
 ��� �
�

��
���� ��� �
�	
��

��� �

��
� ��
 �
� ��
�
��
�� s �� �	�������
�
 ��� �
� �
���
��� F ��������

��� ���  	
��� �
� ��
 ��
 ! �
���
�
 �
� "##$�%���
� !
�

�
��

��& ' ��
� ��
 
��
 !�()
�
��
�	
�
������ �� *��
� �
�����
� ������

�� +�
��

����
 !�������
�

�
���,��

 ��� -��	
�
�
��� .

���������/0
������/0�������1 "##$�%���
� !
�

�1 ����
���
�
������1

'����
�
����
�
����
�
1 
���
����
 $���
��

�

2�

��
�� .

3� *�	
��1 �� $�(
���� 4�5���������
� 4���
����1 �
������1 $��� 61

+
�	�
� -
���� �77�

�� 8
�����
� 4�5���1 �
������1 $��� 71

-
���� +
����� �766

�� !����
�� 2
��	��� �
� 4�5���1 ��� *1 �
������1 ����
��1

3���
�
��
1 $��� 91 ����
���
�
 ��� '
�
���
�


+
�	�
� -
���� �77�

"� :� 4��� 4�5��� �� �;�
���
�

� ��� �
����
�
� $��� �6

"���
� -
���� �776



&

*�
�� �
���
 $(��
� 
�


� �� �
� <�
�� ����
 ���� :
�
� $(��
� 
�����
 ����� 
��


����
��
��
 $���
 
��
 0
�����
���� *� -
����� ���� �� �
����
� �
� 0����	�
����

��� �
�	
� �
� =�����
����� �,����
� �
� $���

�1 ��
 �� 
��
� '
�
�(��
�

����
��
�1 ��� �
� ��	
� ���
�


��
� 0
�����
���
� �
� '
�
�(��
�� ��

�����


,
��
�� :
 ���� �
� ��
 �
� ���,������ ��)
�
� $���

 �� �
��� ��� 
��
 	
/

�
���

 $(��
������
 ,
��
� �
�����
�
�
 ������������
���
1 ,�
 �� �� 2����/

�
�����1 >�
����
���
���1 ���
���� ��
� +������ 	
�	���


� 0
� ����
���
�
�/

����� E ��
 ��� 
��
 �
� 
���
����
� $���
��

�1 �
�
� �
�
�
��� �� ����
��
�

���� 
�����
 ,����

��� �

����
�	 ,
��
 ����� 
��
 =������
 Fn 	
���


1 
� ,��� ��	
� ����
�� 0
�

>��
�
�
 ��� �
� �� 2��������
��� �
� �
�	
� ,���
��
� $���
 Fn ��� �
� >�
�/

�����

������
 A ,��� <������������� � �
����
 ?�		� �@� 0
� =�����
�����

�,����
� �
���
��� � ��� �
��
��
� 2���
����
���� �
� �
�	
� ��
 ��� �

� �

�

�
� ���������/0
������/0������� �� �		� � ����
�

��
� 0�
 �� �
�	A�
�/

�����

 ,������
 �������� ��
 ��� �
� ��	
���



� >�
������

 A� 	
���
��

�		� � . ���������/0
������/0������� ��� =���
����� B 2�����
�����

��� ��� 4���
 A1 �
� 4�����
������
�
���
��
1 ��
 ��
 0
����� �
� ��������

������
������ C�

����	 �
� ����
���
�
���
��
 B �
�
� -����
� ��� !
�
��
 �
�



D

� � E � . (1)

$(��
�� ���� ����(�
� �
� �
���
��� �� ���
� ����� ������
� =��
��� ��� ��1 �
�

$(��
� �
����
 ���� 
���
����� #	
����	 ��� B ����
 �
� $(��
� ���� -
����,��/

�
� �
� $���
 ��
 ����� ������
 !
�
��
 ����
 �
�� 
��1 ��� ��

���� �
����
 ����

����
����� #	
����	 �
� 4���

� C1 �
� ���
����

� '��
)��
��
1 �
��
 ���� �
�

$(��
� ,
�

�1 ���
 ���� ��
 �
���
��� ������
� #	
����	 ��� D ����
 
�

,�
�
� �� 
��
� -
��
�
�����1 	�� �
� 0���
 ���� 	
� E �� �
� ���

�
� ������

��



������ �
 ��� �����
)���� 	
� F �
�)
�

0�� ���������/0
������/0������� ��
�
 	
� �
�����
�
�
� �
���
� A����
�
��

������� ���1 E
���� ��

����
��
� ���� ��
 
���
��
� �
�
���
 �� ���
� ����
�����

��
 ,
�
�
�����

<
	
� �
� �
���
�����	�������
�
 	
�	���


 ��� ���� 
��
 =
�
�	�������
�
 �
�

-
��������� ��� 
��
���
 �
� ���,
�
 
��
� '������
���� ���� �� 
���
����
�

�
�
��� 
��
 ���� 
��
� �
,���
� =
�
 ?
���
����
 <���,������@� ���
 ���
�


�����
�����1 ��
 
���
����
 "5�

�
�
1 	
�

�
 �� ���
�


� 
��
� 8
�
�
�����
���

	
� �(����
� ��
���
���1 ��
 ��
 ����� 
�
�
�
��
�

�

 �
���
��� �� 	
�
�
��
��

0�
 C�����
 ��
�
� �����
����� ���� '
��
� �� $���
���	���

4�5��������� ����������� ��)
 ���� ��
�
� -
����

� �
�

�1 ,
�� ��� 	
� ������/


��
1 ���� �
�

 $(��
� ��� !�


�	���

��
� ����
	��
 ����1 ��
 �� '��� 
��
�

8�����


�� ���
����

 ���� ��� ��
 ���� ����� ����
�
��
 ��� �	�
�)
��


$���

 �,����
� �
� ����

��
� �� �
�	��
� !�
����
,���
 	
����
�� 0���� ����


�� ���)
 ��)
�
 $���

 F ,
��
� ��
 �	�
���
 �
� !�


�	���

��
 �
����
�
 ���

������� ���
�
 $���

 Fi �
�����
���
�1 ��
 ���� �
� ��)
�
� $���

��,������ ��


��

 !�
����
,���
����
 ,�
�
� �
��

��
� ?
���
����
� -
����

�@� 0���� ��()
�


��)
�
 $���

 �(��
� ��
 !�


�
	
�
� �
�
�
�����
� �
�����	
� ,
��
�� 0�


!�


�	���

��
 �
����
� ��	
� �� �
�
 �
�	��
 !�
����
,���
����
�1 ��
 ��
 ����

�
� ����(�
� �
� ��)
�
� $���

��,������ 	
�	
���

� ?����
����
� -
����

�@�

*� ! �
���
�
�	
�
��� �
� "##$�%���
� !
�

� ���


0
� 4�����
������
�
����
�� E �
�)
 ����
���
�
������1 ��
 ��

������
������� ��� 
��

��) � � �
� ���
�
� �
� "##$�%���
� !
���
� �� ���
��
� +
�� �
� ��������/

0
������/0�������� ?�		� �@�



6

s �

FG �
3

48 IF E
. (2)

��

s

FG
neutrale Faser

&� �
�
������ �
� ����
���
�
������� ��� �
� ��
���� 
��
� �
�	
�

�
� -
�,
����� ��� �

����
�	
� ��
 ����
��

� >�
������

 ��)
 ���� �
� �	
�

	
�����
	
�
 =���
����� ��� ���,
� �
�����
�
� ?�
�� ���)
 =������

1 �
����


0
�����@� *� ��
�
� '���
� 
�����
 ��
 �
�
������ �
� ����
���
�
������� ��� �
�

	
� �
���
��� ���
�


��
� ��
���� �
� �
�	
�

��� �
�	 ,��� ��� �,
� ������
����
��
� �
���
�
1 ��
 �
� �	�
��� � ���
�����
�

��	
� ��� �� �
�
� ��


 ����� 
��
 $���
 FG ��� ��
���� 	
���


� 0�	
� �
�/

����
 ���� �
� �
�	 �� �
� 3
��
1 ���� 
� �	
����	 �
� �
�
���
� '��
� �
�� ��


��� ��

����	 �
�����
�
 ,��� ?�		� �@� ��� �
�
���
 '��
� ,��� 	
�� ��
�
/

������� ��
 ������
� ��� �
�	���������
 ��
�
��
 '����
 	
�
����

1 ��
 ���


����� ������
 2���
 	
�	
���
1 ���� ,
�
� �
�
����
 ���� �
�
��
 ,���� 0�


����
����� �
� ������������

� �
� $���
 ��� �
��
� ����� ������
� 2��
 �
�)


��
�
��
�� s�

�		� � . 4������ �
� ��
�
�
�����
�

0���� �
����� ��� s ���� �
� ����
���
�
������ E 	
�
���

 ,
��
�� 0
�

��
�
��
�� ,��� �� �� ��()
�1 E
 ����
� �
� �
�	 ��� E
 ��()
� ��
 ,���
��
 $���


��
� �� ��
 �� �� ��
��
�1 E
 ,
���
� �
��	�� ��� ��

���� ��
1 �� ��1 E
 ��()
� �
��

����
���
�
������ ��
� 0
� 
;��

 =�����
����� ���




0�	
� ��
 IF ��� '����
�
����
�
����
�
 	
� ����� �
� �
�
���
� '��
��



9

IF � � y 2 dA , (3)

b

dy

FG
neutrale Faser

h
2
h
2

x

y

IF ,��� ����� ��
 >�
������

����� ?4�����@ �
� �
�	
� �� ��
�
����
��� 	
/

�
���
� 0���� C��

��
� ��� !�� ?�@ ���� � ��)
 ���� ��
�
� ��� �
� �
����()
�

	
�
���
��

=�� A���
�
�
��
� "
��
�
��� ��� !�� ?�@ ��
�
 ����
��
 F	
��
����.

�
� �
� �����
�
��
� �5��

�����
� �
���
��� 	

���
� 	
��
 ������
����



?�		� �@� 0
����	 ,��� ��
 ��
���
 -
�������� �
� �
�	
��FA � �
�FG/2


��
���
1 ,
�� �
� �
�	 ����
 �� �
� ���
� �����
�
 ��� �� �
� ��


 ����� FG
?!
,���
�����
@ 	
���


 ,���1 ����
�� �� �
� ��


 
���
�����
 ��� �� �
�

����
��
� ����� �,
� �
���
��
 ���� �	
� ,���
��
 $���

 	
���


 ,�����FA
=������
 ���� � � �
� �� �		� & ����
�

��

� �
�	 ��
 �
��

����
� >�
������



�		� & .2��
 �
� �
�
���
� '��
� 	
� �
��

����
� >�
������



��� '����
�
����
�
����
�
 IF 	
�
���

 ,
��
�� 0�
 �
�
���
 '��
� ��
 ���

�5��

��
�� ��
� ��
 �	
�
 �� �
� ��


 �
� >�
������

������
�

=�� �
�
������ �
� '����
�
����
�
����
�

� �
�
 ��� �
� C������� �
�

$�������

��5�

�� � ��
��
�,
��
 ��1 ���� ��
 �
�
���
 '��
� �� �
� �	�����


�
�����
 ?�		� &@� 0�� '����
�
����
�
����
�
 �
� �
�	
� 	
� ����� �
� �
�
��/

�
� '��
� ���


 �
� 0
����
��� ?�� ���� !�� 7@

,���� y �
� �	�
��� �
� '����
�
�
�
�

� dA ��� �
� �
�
���
� '��
� ����	
�

��
 �
� '����
�
�
�
�
 
����
 ��� � � 
�� 8
��

�� ?�		� &@dA � bdy



G

IF � �

h
2

�

h
2

b y 2 dy �

h 3b
12

. (4)

� � E
d �

dx
. (7)

dM � y dF � y � dA . (5)

�� �������	 
����	 
�� ��� 
�� ����������	� 
�
 �����
 ��������	
�	 �����������

	�	 �	
 ����
���������� ���������� ���
�	� ��� �	
������	 A ��	�
 ����	�	

���������	��
 
�� ��	�� dx �� ��
��	
 x  �	 
�� ������� ���
�	 
���� 
��

!���
��	� �� 
�	 "�	��� d� ����	��	�	
��  ����##� $����%&� ��� ��'���	

��������	� ����� 
�		 �	 (�
�� ��
��	
 y  �	 
�� 	�������	 )�
�� ��	 
����


�� ���
��
���	 ����
���������� ��������
 ��������	� dM �	�����	

���� %* �����������
 ��	��	�����	�

��� �#�		�	� � �
� 
�� ���	�	� � �

Längenänderung d �

ursprüngliche Länge dx  (6)

#��#�����	���

)�� 
�� ��	��	�	
���	� d� ��	�� )�
�� �� ��
��	
  �	 
�� 	�������	 )�
�� ����



+

d� � y d�.

dM �

E
x

ds
dx

y 2 dA . (8)

M �

E
x

ds
dx �

A

y 2 dA �

E
x

ds
dx

IF . (9)

MG � FG x/2 (10)

ds �

FG
2 E I

x 2 dx , (11)

s �

FG
2 E I �

�/2

x�0

x 2 dx �

FG �
3

48 E I
, (12)

��������� 	�
� ��� 
�� ������	 ds� 
�� 
�� ����������� ���	���

�
����� �� ������
 x ��� ��	���������� 
�� ����� ���  �������	��	 
���FA
!����� 
�������  ���� ��
	� ��� dMds � x d�.

 �� �� 	����� "���������� � ��	������
�  ��������� ��� 
���

 ����� 
���� 
�� �
��������� #�	�������� ������	�������  ��������� M ��$

�����	���$�	 
�� 
���� 
�� ��$��� ����� FA=FG/2 ������	�������� %�����

MG �� ������
 x &���' ()

	
���� ����'

%�� M(x)= MG(x) ��	��� ���� 
���� *����

��	 ��� 
��  �������	��	 ds

��
 
�� 	������  �������	��	 +��
 ���� ,���	������

+�� ��� #
' &-) �
������� ���'

.' /�������
����������	

0������� ���
 �+�� 1��������� ��� ����������

����� %������
 �����+��
��'  ��

"�������������������	�� 
�� /������������ +��
�� ��� 
�� %������������ 
��

������
 �+������ 
�� ���
�� ���
�	�� ��� 
�� !���
��$���� ��
 
��  �����

���	��	 s ��� 
�� �����

������ %������ 	�������' 2��� ���
�	�� 
�� 1��������



3

��� +��
 
�� ���������	�� &��� �������� 
�� %����������) ��� ������ !�����
�

��� 
�� 1�������� 	������'  �� !�����
� �
������� ��� 
���� 	���� ���� 
��

4��
�� 
�� %������'  �� %����� 
�� ���	�����
�� s ��� ��������
�� ��
 ������

���
�� ���� ����
	� 
���� �������+����� ���
�	�� ��
 ������
	��
�� ��������


�� ���� %����������' 5�� 
������	�� %����6�
�� 
������ 
������ ���� ������

����� ��� ���� ��
 ��	��7��	�� ���	�����
'

� 5�� ��
���� %����6�
�� +��
 ��� 8�
�� 1�������� 
�����
 
����	������'

� 2��� 8�
�� %����6�
�� +��
 
�� 2�

����� 
�� %������ ������ 8�������'

�  �� #�+����������� 
�� 
���� ��� %��������� ���
������ +��
� �����	�

Fg9: 2� 
�� ��
����� 4��
�� ��� �Fg/Fg 9 ;�< = '

�  �� �6����������� 4��
�� 
�� %������ �����	� �� ������

�� 5����
��



>9?;�;<: ��'

:' ������

���	��

:'< ��
���� 0����������	 ���������� ��� �+������ !������	 ��
  ���

���	� +��� ��� ����� ������ �7���� ���� ����� 5
����������	����� ������

��
�����@

:'- ��� �������� ��� ����� 
�� ��	���� 
�� ������������ ��+' �
���������

A6�������@

:'( ��
���� 0����������	 ������� �+������ ��
������ /�
������
����	 �

"������������������
 &1B,!!B2�0��
) ��
 5
������������
�
@

:'. 5�� C��
���7���	�� A�
���
��� ��� ���� ���� ���	���� 	�
�	�' *� +�
����

4����� ��
��� ���� 
��  �������	��	� +��� ��� ���

�) 
���� ����� 
����
� �� ������� ��


�) 
���� ����� 
����
� �� ����� ��
��� 
�� 	
������ %������
� �������@


