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1. Aufgabenstellung

1.1. Untersuchen Sie die Verteilung von N gleichartigen Messwerten um den Mittelwert.

1.2. Überprüfen Sie die Messwerte hinsichtlich ihrer Übereinstimmung mit einer GAUSS’schen Normalverteilung (Wahrscheinlichkeitsnetz)

1.3. Untersuchen Sie qualitativ die Abhängigkeit der Schwingungsdauer Ts des mathematischen Pendels von seiner Amplitude (Auslenkwinkel).

1.4. Überprüfen Sie mittels „doppelten-T-Test“, ob die erhaltene Abhängigkeit der Schwingungsdauer vom Auslenkwinkel zufällig oder statistisch gesichert ist.

2. Vorbereitung
Jeder Messwert ist mit einem Fehler behaftet. Dieser Fehler setzt sich zusammen aus einem systematischen und einem zufälligen Fehler. Der systematische Fehler resultiert z.B. aus der Unvollkommenheit des Messsystems, wohingegen zufällige Fehler, wie der Name schon sagt, betrags- und richtungsmäßig zufällig auftreten.

Ziel dieses Experimentes soll es sein, die Verteilung der zufälligen Fehler zu untersuchen, indem man prüft, ob die Messungen näherungsweise durch eine Normalverteilung (GAUSS’sche Glockenkurve) beschrieben werden können.

Die Messwerte werden durch die Messung der Schwingungsdauer Ts eines mathematischen Pendels gewonnen. Da die Schwingungsdauer bei jeder Messung normalerweise gleich und somit konstant sein sollte und der systematische Fehler im Vergleich zum zufälligen Fehler verschwindend gering ist, lassen sich mit dem mathematischen Pendel die zufälligen Fehler recht gut demonstrieren.

Der beste Schätzwert für den wahren Wert einer Messgröße ist das arithmetische Mittel:
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Ein Maß zur Charakterisierung der mittleren Streuung der Messwerte ist die Standardabweichung s:
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Die Mittelwerte der einzelnen Messreihen sind nicht gleich, sie streuen um den wahren Wert. Eine Größe, die angibt, wie sicher der Mittelwert 
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ist, ist die Standardabweichung des Mittelwertes m:
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Führt man den Grenzübergang 
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 durch, so geht die Häufigkeitsverteilung in die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
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 über. Fallen die Messwerte rein statistisch an, dann sind diese häufig (nicht immer) normal verteilt und 
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 ist dann eine Normal- oder GAUSS-Verteilung
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mit
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Die Normalverteilung wird durch den wahren Wert 
[image: image11.wmf]m

 und der Standardabweichung der Grundgesamtheit 
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 gekennzeichnet. Die Größen 
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 und 
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 sind Schätzwerte für 
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 und 
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.

Die statistische Sicherheit, mit der der wahre Wert in den Intervallgrenzen von 
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 bis 
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 liegt, ist für eine GAUSS’sche Normalverteilung in der folgenden Tabelle angegeben:

	Parameter 
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	Statistische Sicherheit

	1
	68,3 %

	2
	95,4 %

	3
	99,7 %


Das Intervall (
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) bis (
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) bezeichnet man als Vertrauensbereich des Mittelwertes.

Wenn eine GAUSS’sche Normalverteilung der Messwerte vorliegt, kann entsprechend die Wahrscheinlichkeit 
[image: image22.wmf](

)

Wx

 dafür, dass ein einzelner Messwert im Intervall zwischen 
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 und 
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 liegt, wie folgt berechnet werden:
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Die Funktion 
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 heißt GAUSS’sches Fehlerintegral. In der grafischen Darstellung ergibt sich eine S-förmige Kurve. Benutzt man für die Darstellung keine lineare, sondern eine invers zum Fehlerintegral geteilte Ordinatenteilung (Wahrscheinlichkeitsnetz), so geht die S-Kurve in eine Gerade über. Aus der grafischen Darstellung kann der Mittelwert 
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 der Messreihe bei 
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 und die Standardabweichung 
[image: image29.wmf]s

 bestimmt werden.

Im Verlauf des Versuches wird man feststellen, dass die Schwingungsdauer scheinbar vom Auslenkwinkel abhängig ist. Um zu Prüfen, um dieser Sachverhalt zufällig oder statistisch gesichert ist, wendet man den „doppelten-T-Test“ nach Student an. Dabei berechnet sich die Testgröße 
[image: image30.wmf]T

 wie folgt:
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wobei 
[image: image32.wmf]X

 und 
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 die arithmetischen Mittel (vgl. (2.1)) und 
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 die empirischen Streuungen sind (vgl. (2.2)).

Bei einer statistischen Sicherheit von 
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 der Wert der T-Verteilung 
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 Freiheitsgraden und dem Quantil 
[image: image40.wmf]1/2

q

a

=-

) zu 2,04. Falls der berechnete Wert 
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 ist, muss davon ausgegangen werden, dass sich die Mittelwerte 
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 und 
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 statistisch gesichert unterscheiden.

Teilexperimente:

1. 200 malige Messung der Schwingungsdauer 
[image: image44.wmf]s
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 des mathematischen Pendels bei geringer Auslenkung von ca. 5 cm, wobei die Zeitmessung mit Hand (Morsetaste) ausgelöst wird

2. 20 malige Messung der Schwingungsdauer 
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 des mathematischen Pendels mit Hilfe einer Lichtschranke bei einer Auslenkung von ca. 5 cm

3. 20 malige Messung der Schwingungsdauer 
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 des mathematischen Pendels mit Hilfe einer Lichtschranke bei einer Auslenkung von ca. 30 cm

3. Durchführung des Experimentes, Messwerte

Versuchsaufbau (mathematisches Pendel):
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Abb. 3.1:
Versuchsaufbau des mathematischen Pendels

Messwerte:

Tab. 3.1:
Messreihe der Schwingungsdauer 
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 bei Handmessung (Morsetaste) und geringer Auslenkung von ca. 5 cm

Tab. 3.2:
Messreihe der Schwingungsdauer 
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 bei Lichtschrankenmessung bei geringer Auslenkung von ca. 5 cm (links) und bei großer Auslenkung von ca. 30 cm (rechts)

	Auslenkung: 5 cm
	Auslenkung: 30 cm

	


4. Auswertung

4.1. Untersuchung der Verteilung von N gleichartigen Messwerten um den Mittelwert

Die erhaltenen Messwerte für die Schwingungsdauer 
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 aus dem ( Teilexperiment 1 werden hinsichtlich Mittelwert [( Gl. (2.1)], Standardabweichung der Einzelmessung [( Gl. (2.2)] und des Mittelwertes [( Gl. (2.3)] und des Vertrauensbereiches (mit t=2 und somit mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%) untersucht. Die nachfolgende Tabelle zeigt die berechneten Werte für N=200.

Tab. 4.1.1: Statistische Berechnungswerte für N=200 Messungen beim Teilexperiment 1 (manuelle Messung mit geringer Auslenkung ca. 5 cm)

	


4.2. Untersuchung der Messwerte aus Teilexperiment 1 hinsichtlich ihrer Übereinstimmung mit einer GAUSS’schen Normalverteilung (Wahrscheinlichkeitsnetz)

Um die Messwerte aus Teilexperiment 1 auf Normalverteilung zu prüfen, wird ein spezielles Funktionspapier verwendet, das sogenannte Wahrscheinlichkeitsnetz. Damit dieses Netz mit Werten gefüllt werden kann, muss zunächst eine Häufigkeitsverteilung der Einzelmessungen erstellt werden. Eine solche Häufigkeitsverteilung zeigt das nachfolgende Diagramm 4.2.1. Als Zeitintervall haben wir [2.1s, 2.9s] gewählt. Dieses Zeitintervall haben wir in 16 Intervalle unterteilt. Jede Säule des Diagramms zeigt an, wie viele Messwerte in dem jeweiligen Intervall liegen. Warum das Auswerteprogramm des Messcomputers nur 199 anstatt 200 Messwerte berücksichtigt, ist uns unverständlich, schließlich liegen genau 200 Werte im von uns gewählten Zeitintervall. Wir vermuten, dass es sich um einen Programmierfehler in der Auswertesoftware handelt.

	


Diagramm 4.2.1: Häufigkeitsverteilung der Messwerte aus Teilexperiment 1 mit eingezeichneter GAUSS’schen Glockenkurve für N=199

Das Wahrscheinlichkeitsnetz benötigt für jedes Zeitintervall ti (Abszissenachse) die prozentuale Summe aller Messwerte im Intervall [t1,ti] an der Gesamtanzahl N der Messungen (Summenhäufigkeitsprozent SHP). Die nachfolgende Tabelle zeigt für jedes Intervall die benötigten Werte.

Tab. 4.2.1: Benötigte Berechnungswerte für das Wahrscheinlichkeitsnetz für jedes Zeitintervall der Häufigkeitsverteilung (( Diagramm 4.2.1)
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	2,10 - 2,15
	0
	0
	0,0

	2,15 - 2,20
	0
	0
	0,0

	2,20 - 2,25
	3
	3
	1,5

	2,25 - 2,30
	2
	5
	2,5

	2,30 - 2,35
	4
	9
	4,5

	2,35 - 2,40
	11
	20
	10,1

	2,40 - 2,45
	24
	44
	22,1

	2,45 - 2,50
	51
	95
	47,7

	2,50 - 2,55
	42
	137
	68,8

	2,55 - 2,60
	30
	167
	83,9

	2,60 - 2,65
	16
	183
	92,0

	2,65 - 2,70
	12
	195
	98,0

	2,70 - 2,75
	1
	196
	98,5

	2,75 - 2,80
	2
	198
	99,5

	2,80 - 2,85
	1
	199
	100,0

	2,85 - 2,90
	0
	199
	100,0


Auf der nächsten Seite ist nun das Wahrscheinlichkeitsnetz zu sehen.

Im Diagramm 4.2.2 lassen sich die eingetragenen Punkte näherungsweise zu einer Geraden verbinden, die durch den Punkt P(
[image: image54.wmf]X

| 50%) verläuft. Dies bedeutet, dass die gemessenen Schwingungsdauern und somit die zufälligen Fehler normalverteilt sind.

4.3. Qualitative Untersuchung der Abhängigkeit der Schwingungsdauer 
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T

 des mathematischen Pendels von seiner Amplitude (Auslenkwinkel)

Wie auch bei 4.1. werden auch hier die Messwerte aus dem Teilexperiment 2 und 3 hinsichtlich Mittelwert [( Gl. (2.1)], Standardabweichung der Einzelmessung [( Gl. (2.2)] und des Mittelwertes [( Gl. (2.3)] und des Vertrauensbereiches (mit t=2 und somit mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%) untersucht.

Tab. 4.3.1: Statistische Berechnungswerte für N=20 Messungen beim Teilexperiment 2 (Lichtschrankenmessung mit geringer Auslenkung ca. 5 cm)

	


Tab. 4.3.2: Statistische Berechnungswerte für N=20 Messungen beim Teilexperiment 3 (Lichtschrankenmessung mit großer Auslenkung ca. 30 cm)

	


Hervorzuheben sind in diesen beiden Teilexperimenten (2 und 3) die Vertrauensbereiche für eine statistische Sicherheit von 95% (t=2).

Im Teilexperiment 2 beträgt der Vertrauensbereich (2,512411 ( 0,000052)s und im Teilexperiment 3 beträgt dieser (2,52357 ( 0,00042)s. Die doppelte Standardabweichung (t*m, hier: t=2) des Mittelwertes im Teilexperiment 2 ist um eine Größenordnung von ca. 10 kleiner, was bedeutet, dass die Messwerte in diesem Teilexperiment weniger streuen, als im Teilexperiment 3, d.h. der Mittelwert 
[image: image56.wmf]X

 ist um die Größenordnung 10 genauer. Dass die Messwerte im Teilexperiment 3 (mit großer Auslenkung) mehr streuen, als im Teilexperiment 2 (mit geringer Auslenkung), zeigt die Häufigkeitsverteilung im nachfolgenden Diagramm 4.3.1.

	


Diagramm 4.3.1: Häufigkeitsverteilung der Messwerte aus Teilexperiment 2 und 3 mit eingezeichneter GAUSS’schen Glockenkurve für insgesamt N=39

Der Grund, warum wieder nur N-1 Werte von der Auswertungssoftware berücksichtigt wurden, ist wohl der gleiche, wie im Teilexperiment 1 (( Kap. 4.2).

Im weiteren ist mittels diesen beiden Teilexperimente festzustellen, dass die Schwingungsdauer scheinbar von der Auslenkung des Pendels proportional abhängig ist, da der Mittelwert der Schwingungsdauer von Teilexperiment 2 (
[image: image57.wmf]2,512411
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) kleiner ist, als derjenige von Teilexperiment 3 (
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4.4. Überprüfung der Abhängigkeit der Schwingungsdauer vom Auslenkwinkel auf Zufälligkeit oder statistische Sicherheit mittels „doppelten-T-Test“

Im Folgenden soll nun mittels „doppelten-T-Test“ nach Student überprüft werden, ob die vermeintliche Abhängigkeit der Schwingungsdauer von der Auslenkung zufällig oder statistisch gesichert ist. Dabei berechnet sich die Testgröße 
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 wie folgt:
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Da der Betrag von T größer ist als 2,04 muss davon ausgegangen werden, dass sich die Mittelwerte 
[image: image65.wmf]X

 und 
[image: image66.wmf]Y

 statistisch gesichert unterscheiden.

5. Zusammenfassung

Abschließend ist zu sagen, dass mit diesem Experiment folgende Aussagen festgestellt werden konnte:

1. Die zufälligen Fehler beim mathematischen Pendel sind normalverteilt.

2. Die vermeintliche Abhängigkeit der Schwingungsdauer des mathematischen Pendels von der Amplitude ist statistisch gesichert und ist nicht nur zufällig in diesem Experiment aufgetreten.

3. Mit zunehmender Amplitude wird der Vertrauensbereich größer, was eine geringere Genauigkeit des Mittelwertes der Messgröße bedeutet.

zu 2.: Die Abhängigkeit ist in der rücktreibenden Kraft des mathematischen Pendels begründet, wobei der Auslenkwinkel ( nicht linear, sondern sinus-periodisch in die rücktreibende Kraft einfließt.

zu 3.: Dies wird daran liegen, dass mit zunehmender Amplitude auch der Weg länger wird, den das Pendel zurücklegen muss, was bedeutet, dass Umwelteinflüsse länger und stärker auf das Pendel einwirken können, was eine stärkere Streuung der Messwerte nach sich zieht.
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